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Com distingir una taronja d'un ddnut . = e

(mdtocde prictic a 1 abast de tothom)
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Una taronja i un ddnut no s“assemblen de res i tothom que no
tingui pa a 1‘ull és capag de distingir-los sense cap dificultat.
Aquesta veritat tan evident deixa de ser-ho si pretenem donar-ns
una fonamentacid rigurusa. No ens n"hem d’estranyar: d engd de
fa 2500 anys sabem qUH'IHE coses que semblen facils deixen de
ser-ho quan s exigeix qun.aiguin demostrades. En gqué ens podem

basar per a distingir la forma d'una taronja de la d un ddnut?

millor dit: guin criteri absolutament rigorés i infal.lible podriem

donar per tal d esbrinar sense possibilitat derror si un objecte

desconegut té& la forma d un ddnut o bé la d una taruhja? Per tal de

veure que la resposta a aquesta pregunta no és gens trivial, podem

citar uh didleg socratic, possiblement apdcrif, que ens parla

d* aguest tema:

Socrates: iNo has observat, amic Glaucd, aquests pastissos
anomenats ddnuts que tenen. una forma ben curiosa?
GClaucd: 5i, certament els he wvistos,

S.: I creus que la forma que presenten podria confendre's, diguem,

amb la d una taronja?

G.: Penso que no, donat que ambdues formes sdn ben diferents.

* Aquest artlnle} de manera premeditada, estd escrit com si ol

luctor no sabde ni un mot =obre Topologia Algebraica, tot i que en

ganaral alxd no sera cert. El1 motiu és Que es tracta de veure que

carts conceptes de Topolocia Algebreica poden motivar-se facilmant,

adhuc als ertudiants més jouvas
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S.: Penso el mateix, bon amlic meu. mﬁlgrat aixd, creus gue
podries donar a un foraster que mai no hagués vist aguests
ob jectes ni cap de semblant, un métode per a distingir-los
sgnsa error?

G.: LI diria que les taronjes sdn rodones i els ddnuts tenmen un
forat al mig. Crec que aix{ ho entendria.

S.: Molt possible fora gque t entengués, perd-el teu métode no
estd 1liure d*error.,

E.:Iﬂum és aixd?

S.: En primer lloc, no és segur gue el nostre foraster incult
conegul el sentit de la paraula "rodd™ i en cas de conigixe'l,
hﬁ-pndria ser que 1l apliqués al ddnut, donades les seves
formes arrodonides i al fet de que és ben apte per a rodolar

per un pendent, Tampoc no &s cdrt que les taronjes siguin totes

rodones. H‘hq1uint1d‘allargaaaﬂdﬂu com un ou i fins de banyudes
i de formes ben irregulars,

G.: Indiscutiblement, ham de convenlr en gque el criteri sobre
1*arrodoniment no és pas de la mena dels gque ens convenen.
Perd hi ha també el criteri del forat.

5.1 1 com alplinqiiaa al nostre Foraster el que és un forat?

G.: Diria que el forat que té el ddnut &s una part dnl.dﬁnut
oan no hi ha dinut.

S.: T has ben embolicat, amic Glaucd! 5i el forat és on no hi ha
ddnut, com pot ser una part del donut? 1 s! tu vols explicar
qué &s un donut, com ho pots fer basant-te en el no-ddnut?
D*altra banda, podria molt bé ésser ﬁue a 1"interior de la
taronja hi hagués un tros buit. Seria tambeé un forat i no
per aixd canviaria la forma exterior de la taronja.

G.: Certament ara veig, oh mestre!, que no és pas facil descriure

la forma dels objectes que hom pot veure a la natura i conéixer

quins sén ala-trats que les diferencien. També veig que la
cidncia de la Geometria, tal com la cunaixﬁT, no basta per

a resoldre aguest problema...
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El didleg continua, perd aquaat-ara el tros que ens interessava.
Avui dia disposem d una Geometria que els grecs no van congéixer
i que estid méds ben adaptada a "descriure la forma dakiuhjuntaa“;
Es tracta de la Topologia Algebraica, una branca de la Matematica
quea ha conegut durant el segle XX un desenvolupament immens i que
a 1%actualitat ocupa un 1lloe é;aaminant parh;u seva vitalitat i
per les nombroses interrelacions amb altres :;;ﬁ; de la Matemitica,
L*objectiu d*aquest article és posar de manifest que nartus.idaaa
basiques de Tnpulngia.ﬂlgehraica es basen en thn:aptns extrema-
damant senzills i intuitius. Ho Ffarem rasulantlal problema de
distingir la forma d una taronja de la forma d*un ddnut par
diversos metodes i veient que cada un d'ells duu a conceptes
importants a Topologia Algebraica. Com que ja Platd ens diu que
hi pot haver taronjes i ddnuts molt deformats, ens cal prendre
una postura radical: anomenarem taronja a tot objecte gque pugul
obtenir-se a partir d un nhjantﬁ esfaric deformant-lo tan com
volguem, sense trancar-lo (per exemple, un ou, un platan, una
botifiarra, etc.) i anomenarem ddnut a tot objecte que pugui
obtenir-se a partir d un objecte en forma de dbénut, deformant=lo
tan com volguem sense trencar-lo (per exemple, un tottell, una
tassa, una pipa, etc.) ’

Heus agquf diversos métodes per a distingir una taronja dun
ddnut : |

Mmétode 1: amb un cordill

"Prengui's un cordill eldstic i faci“s un llag al voltant de
1*objecte en questid. 5i, de qualsevol manera que es facli el
llag, aquest pot fer-se lliscar fins a deixar anar 1“objecte,
es tracta d'una taronja. S5i, per contra, som capsgos de fer un
llag al voltant de 1“objecte, del qual aqaest no 68 pugui des=

pendre, és que es tracta d un dbnut."
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Dit breument: un ddnut pot penjar-se d’un Fil sense gque caigui
(passant el Fil pel forat del mig) mentre que uha taronja no as.
pot penjar d*un fil sense que pugui escérrer-se i caure,

Quina #és la propietat topolSgica de les ﬂuaﬁ figures que
s amaga darrara aruesta construccid del cordill? Es tracta d un
invariant topoldgic de gran impﬁrthnnin, ann!Epat grup foeamental.
Anem—ho a ‘veure: Un llag al voltant d“una tﬂrﬂn]ﬂ‘ﬁ d*un donut no
ds res més que una corva tancada dibuixada sobre la suparficie,
Dir que el cordill és elastic vol dir que considerem equivalents
dues corves que puguin transformar-se una en 1*altta per una
deformacid continua, pel que se n diu una homotopia. E1 mdtode
anterior es basa en que, sobre l‘esfera, tota corva tancada pot
contraure®s fins a un punt, mentre que sobre el ddnut hi ha corves
tancades que no poden contraure's Fins esdevenir un punt. A
Topologia es diu que 1% esfera &s un espal simplement connex mentre
gque 8l donut ds un espal no ﬂlmplﬁmnnt connex. |

El matode del cordill distingeix entre una taronja i un ddnut
perqud ambdds ob jectes tenen grups fonamentals diferents,

Métode 2: amb un ganivet.

"Faci®*s un tall de banda a banda de l1"objecte en guestid. S5i
no queda dividit en dues patts és que ws tracta d un dbnut. S5i,
de gqualsavol manara que @3 faci el .tall, sempre gqueden dos trossos
separats, &s que es tracta d'una taronja."

Dit breument, sempre que donem un tall a una taronja la partim
en dues parts, perd segons com tallem un toriell, nal-FHr dos
talls per a saparar-ne un tros,

Anem ara a veure com tambd aguest mdtode d" aspects poc cientific »
es basa en un invariant trpoldgic de gran importiancia: es tracta -
d*un cas particular dals anomenats grups d*homologia. Pensem, -

per exemple, en la superffcie d un ddnut. Podem dibuixar-hi



corves tancades, per exemple las corves Cys Cps Cqay €4y Ceo

Podem també considerar Famflies Finites de corves tancades. Rixf,
per exemple, podem considerar les cinc corves tancades anteriors
que formen una familia !nl,cz,ca,nq,csl « Designarem aquesta
Famflia ﬁar':1+ Cy+Ca+C,+ :é. Si considerem el conjunt de totes
aquaestes famfilies, veiem que es tracta d un grup abelid perqué
podem duriﬁir“la suma de dues families com la unid, el.liminant
els termes repetits. Per exemple, la suma de la Famflia.cl+ C, +Cq
i la famflia e +c,+cg serd la famflia €+ Cy*+ €, +C. Tenim,
doncs, un grup abelid que sanomena grup dels cicles. D altra
banda, podem considerar sobre la superficie del dénut zones que
puguin recobrir-se amb un disc ﬁe material elastic, per exemple,

les zones dl'dz’dﬂ'dd'

Fixem-nos ara en que cada una d aguestes zones presenta una vora

gue pot descriure’s com una unid de corves tancades. Per exemple,
podem dir que la vora de d, GE €,y la vora de d, ds cs, la vora

da da ds ¢, § la vora da d, ds c. + Ceo Aixd ens diu que tenim
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uns certs cicles gque sdn wvora de zohes plenes. De fat, agquests
ui:ls; que sdén wores formen un subgrup del grup dels cicles, anomen
ﬁl subgrup de les vores. Podem ara definir un grup H que sigui
el cocient del grup dels cicles pel subgrup de les vores. Aquest
grup H é= el que s anomena "primer grup d homologia a coeficients
mddul 2", Quant val? Com pot calcular-se? Aquf &s on intervé la
Topologia Algebraica i estudia propietats d:;qahﬁta Qrups que ens
parmafan de calcular=los. El resultat és aqlest: per a 1 esfara
el grup val zero, per a la superficie del ddnut el grup val
Z/2 & Z/2,

Quina relazid hi he ﬁntra aquests grups d‘ﬁnmnlngia-i gl nostre
'miétode del ganivet? Molt senzill: si el ﬁrup de l'esfera val
zero, aixd vol dir que tot cicle és vora, és a dir, gque tota
corva tancada limita una zona de la superficie. Per tant, si
tallem seguint qualsevol corva tancada sempre obtindrem dos.
trossos. En nanui,.al ddnut hi ha cicles que no sén vores (perqud
el grup d*homologia és diferent de zero), &s a dir, hi ha corves
tancades gue no limiten cap zona de la superficie, 35 a dir, que
no separen el donut en dues parts., 51 tallem per una d*aquestes
corves (per exemple, la corva c, n“&s una) no obtenim pas dos
trossos, sind un de =2l.

El métode del ganivet dlatingﬂix una taronja d'un ddnut

perquéd ambdds objectes tenen grups d'homologia diferents.
Métode 3 o de les parcel.les

"Tmagini®s que la superficie de 1“objecte en guestid &s un
terreny a parcel.lar i faci's una parcel.lacié ben feta amb
parcel.les de forma i mida arbitraria, separades entre si per
linies. Anomenem plaga al lloc on es troben tres c més d aquestes
lfnies 1 carrer als sesgments entre dues places. Sumi’s el nombre

de parcel.les amb el da places i resti‘s el nombre de carrers.,

- 5i déna 2, es tracta d'una taronja, si déna zearo, és un donut,"
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Aguest mdtode gairebd migic es basa en 1'invariant topoldaic
més antic que es coneix, anomenat "caracteristica d‘Euler”.
Es tracta d un enter que es pot definir a partir dels grups d" ho-
mologia de que hsm parlat al tractar el métode del ganivet., Val
2 pel cas d una esfera i val zero pel cas de la superficie d*un
ddnut. Un dels tcoremes més hﬁnins de la Topologia Algebraica
diu que si sumem les parcel.les i les places ifiahtam els carrars
obtenim la caracteristica d Euler de 1l objecte en questid i'
aixd independentment de com haguem fet la parcel.lacid! No és
meravellds? . X
Cal dir unes paraules sobre 1 observacid de que la parcel.lacid
ha de ser "ben feta". No donard una definicid rigorocsa del que
@s una parcel.lacid ben feta, perd es refereix , per exemple,
a que les parcel.les han de tenir forma més o menys poligonal,

ds a dir, una parcel.lacid com la seglient

no s"admet perqué la parcel.la A té una forma no permesa.
El mdtode de les parcel.les distingeix una taronja d*un ddnut

perqud ambdés objectes tenen caracteristiques d*Euler diferents.

midtode 4 o dels colls i muntanyes

"Col.loqui*s 1*objecte en questid dret sobre una taula i
miri*s com si fos una zona de tnrfﬂnr. Presentara cims i colls.
Tamb& presentara anti-cims, &s a dir, cims ﬁap per avall i

colls, és a dir, nulla-EEF“ﬂlnﬁgEE}l. Si presenta carenes

horitzo d o zones planes, les ﬂﬂfurm;;ﬁaﬁirrd1nrxﬁ1_iﬂfl;-um
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una mica la taula) per tal de que deixin de ser horitzontals.
Sumi*s el nombre de cims i anticims i resti's el de colls i sl
d*anti-colls. Si déna 2, &s una taronja, si déna zero, &s un
donut."

Posem un exemple:.5i posem la taronja, el donut i uma taronja

deformada en la forma seglients:

observem que A és un cim, B un anti-coll, C un coll i D un
anti-cim,

Darrera aquest métode s amaga la part ' més elemental de 1" anome-
nada "teoria de Morse" gue estudia Funcions reals definides sobre
varietats. En el nastre caa; sobre la taronja i el ddnut posats
sobre la taula tenim la Ffuncid "slcadd ﬁﬁa associa a cada punt
de 1"objecte la seva algada referida a la taula. Dqﬁ sdn els
cims, anticims, colls i anti-colls? S5én, simplzinent, els maxims,
minims 1 punts d*inflexid de la Funcid algada, és a dir, els _
punts en que la derivada s“anul.la, els punts annmen;ta critics.
Per tant, quan comptem els "accidents del terreny" estem de
fet comptant els punts critics d*una certa funcid real definida sobre
1*objecta. E1 primer teorema de la teoria de Morse diu que la suma
(algebraica) dels punts critics de qualsevol funcid definidd sobre
una superficie coincideix amb la caracterfstica d*Euler de la
superficie, de la gqual hem parlat #l madtode de les parcel.les,

I aixd independentment de la Ffuncié que prenguam (sempre quea

tingui només un nombre Finit de punts critics)!
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E1 matode dels colls 1 muntanyes distingeix una taronja d un
ddnut perqud ambdés objectes admeten funcions reals amb diferent

nombra da punts erftics (comptats amb el seu signe].

Podriem encara citar altres métodes, perd ja n hi ha prou.
Hem vist com conceptes que hom podria considerar "superiors”
com ara el grup fonamental, l1“homologia, triangllacions d*una
suparficie, caracteri{stica d Euler, teoria de mnrie, punts
crftics de Funcions, etc. sdn, en el fons, senzills 1 intuitius.
També hem wvist qda la "geometria que s ocupa de "descriure las'.
formes dels objectes" com 1" anomenava Platd, la Topologia
Algebraica, com és ara.cunagudn,_és un camp d*una importancia

pedagdgica considerable, injustament inexplorada,

Exercici: Modificar 1*article anterior alld on calgﬁi i conver-

tir=lo en un de titulat: Com distingir un ddnut d“un cantir.

(Nota: Al llarg del text anterior utilitzem els mots "Topologia
Algebraica" uﬁ un sentit no técnic. De fet ens referim a una
sdrie de disciplines que avui dia estan més o menys individua- .
litzades: Topologia Ilgéhraiua propiament dite, Topologia _ f
Diferencial, Topologia Geomdtrica, Geometria Diferencial CGlobal,
etc. Normalment hom es refereix a totes aquesles diaciplines

amb &l nom comd de Topologia, perd nosaltres no ho hem fet per

a evitar la cunFuaiﬁ amb la Topologig General que és una branca
independent que ﬁrh:ti:amnnt no té res a veure amb tot aixd.)
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