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Résumé

Ce travail établit un lien entre la cohomologie quantique graviation-
nelle et la géométrie énumérative des courbes rationnelles (dans une variété
homogene projective) assujetties & des conditions de nature infinitésimale,
comme par exemple la tangence. Le concept clé est la notion de classes
de psi modifiées, qui sont bien adaptées pour les questions énumératives
et qui substituent les classes de psi tautologiques de la gravitation 2D.
Les résultats principaux sont deux systemes d’équations différentielles pour
la fonction génératrice de certains produits top de telles classes. Une est
la récurrence topologique tandis que 'autre est Witten-Dijkgraaf-Verlinde-
Verlinde (WDVV). Dans les deux cas, pourtant, la métrique riemannienne
n’est plus la métrique de Poincaré usuelle, mais une certaine déformation de
celle-ci, qui de maniere remarquable codifie toute la combinatoire de la fagon
particuliere dont les classes de psi modifiées se restreignent a la frontiere.
Cette machinerie est appliquée a plusieurs problemes énumératifs, parmi
lesquels les nombres caractéristiques dans une variété homogene projective
quelconque, les nombres caractéristiques des courbes cuspidales, des courbes
avec un contact triple prescrit ou des points doubles.

Mots clés: Géométrie énumérative, nombres caractéristiques, cohomologie
quantique, invariants de Gromov-Witten.

1 Introduction

Cet article expose les idées et résultats principaux de la théorie de la co-
homologie quantique tangentielle, développée dans la these de doctorat de
l'auteur (Université Fédérale de Pernambuco, 2000), qui contient une expo-
sition détaillée, des preuves completes, et une multitude d’exemples.



1.1 BREF APERGQU DU CONTEXTE SCIENTIFIQUE. Les problemes les plus
classiques de la géométrie énumérative sont ceux qui concernent le comp-
tage de courbes assujetties a des conditions d’incidence et de tangence; les
réponses a ces questions s’appellent nombres caractéristiques. Pendant la
décennie passée, la discipline a vécu une véritable révolution instillée par
des idées de la physique théorique. Le point de départ fut la découverte par
M. Kontsevich (Kontsevich-Manin, 1994) que les nombres des courbes ra-
tionnelles dans P? assujetties & des conditions d’incidence sont déterminés en
tout degré par un ensemble d’équations différentielles qui exprime I’associativité
du produit quantique, une nouvelle structure sur ’espace de cohomologie de
P2, construite via des applications stables. La solution de Kontsevich pour ce
probleme centenaire est sans pareil en élégance — apres tout, 1’associativité
est un des concepts plus fondamentaux de toutes les mathématiques.

Depuis cette découverte, les applications stables ont été utilisées aussi
pour attaquer le probleme, plus difficile, des nombres caractéristiques, et
plusieurs solutions ont été trouvées pour les courbes rationnelles dans P? (ou
dans P") (Pandharipande, 1999, Ernstrom-Kennedy, 1998 & 1999). Pour-
tant, ces solutions sont assez compliquées, et les théories dont elles sont
issues n’ont pas de rapport apparente avec la physique.

Le travail présent rétablit ce rapport, et rend certains outils puissants de
la cohomologie quantique graviationnelle disponible a la géométrie énumérative.
Ceci résoud non seulement le probleme des nombres caractéristiques d’'une
maniere conceptuellement beaucoup plus simple, pour les variétés homogenes
projectives quelconques, mais admet aussi une gamme de nouvelles applica-
tions de la théorie. Le résultat le plus surprenant est la construction d’'un
produit quantique tangentiel. Il s’agit d’une déformation du produit quan-
tique usuel, basé sur des classes de psi modifiées. L’associativité de ce pro-
duit fournit une solution au probleme des nombres caractéristiques aussi
simple que la solution de Kontsevich pour la question concernant seulement
les conditions d’incidence.

2 Classes de psi modifiées et classes diagonales

2.1 LE CADRE. Soit X une variété homogene projective sur le corps des
nombres complexes. Fixons une base Ty, ..., T, pour ’espace de cohomologie
H = H*(X,Q).

Toutes les constructions auront lieu dans le champ Mg, (X, 3) des ap-
plications stables n-pointées de genre 0 a but X et de classe 3. Dénotons



par v; : Mo,(X,3) — X le i-eme morphisme d’évaluation. Les images
inverses des classes de cohomologie sur X via les morphismes d’évaluation
sont appelées classes d’évaluation, et les produits top des classes d’évaluation
sont les invariants de Gromov-Witten. Le lecteur se reportera a Fulton-
Pandharipande (1997) pour les notions standard des applications stables,
les invariants de Gromov-Witten, et la cohomologie quantique.

2.2 CLASSES DE PSI. La classe de psi tautologique 1), est la premiere
classe de Chern du fibré en droites sur Mg, (X, 3) dont la fibre & un point
de module [ : C' — X] est la droite cotangente de C' au i-eme point marqué.
L’introduction des classes de psi dans les invariants de Gromov-Witten cor-
respond dans la physique théorique a l'introduction de la gravitation dans
les théories des champs quantiques (Witten, 1991). La théorie d’intersection
des classes de psi est souvent appelée cohomologie quantique graviationnelle
(Manin, 1999). Les classes de psi tautologiques ne sont pas compatibles avec
les images inverses le long les morphismes d’oubli, et pour cette raison elles
ne s’interpretent pas directement dans la géométrie énumérative. Pour ce
faire, une modification des classes de psi est introduite.

2.3 CLASSES DE PSI MODIFIEES. La classe de psi modifiée 1; est définie
pour 3 > 0 comme l'image inverse de la classe de psi usuelle 1), de 1'espace
1-pointé My (X, 3). La motivation pour cette définition est que plusieurs
conditions de la géométrie énumérative admettent des expressions simples
en termes des classes de psi modifiées, cf. §85 et 6 en bas.

2.4 CLASSES DIAGONALES. Laij-eme classe diagonale §;; est par définition
la somme de tous les diviseurs de la frontiere ayant les marques p; et p; en-
semble sur une branche contractante. Le nom est justifié par les propriétés
basique suivantes des classes diagonales: en premier lieu, si 7; est le mor-
phisme d’oubli du point marqué p;, alors m;, d,; = 1, la classe fondamentale.
En second,

5ydu = 8,0
=07 = dyh = Oyt

Il suit que tous les produits top comportant des classes d’évaluation, des
classes de psi modifiées, et des classes diagonales, s’expriment en termes des
produits comportant seulement des classes d’évaluation et des classes de psi
modifiées.



2.5 FORMULE CLEF. Les classes diagonales apparaissent comme des ter-
mes de correction lors de la restriction d’une classe de psi modifiée a un
diviseur de la frontiere D dont les deux branches sont de degré positif. Si D
est I'image du morphisme de recollement

PD - Mo,n'+1(X> ﬁ/) Xx Mo,n”Jrl(X; ﬁ//) - Mo,n(X> B),

alors P = .+ b

ou e dénote le point marqué du recollement.

3 Le potentiel quantique de tangence et la récurrence topologique

3.1 LE POTENTIEL QUANTIQUE DE TANGENCE. Définissons une descen-
dante énumérative comme un produit top des classes de psi modifiées et des
classes d’évaluation, et posons (pour v; € H)

(Tt () - Tk () )57= /WF urf () v uy ot () N[Mon(X, 8))-

D’intérét particulier sont les descendants énumératifs premiers, ¢’est-a-dire
ceux dont 'exposant de chaque classe de psi modifiée est égal ou inférieur a
1:

T

(o7 )5= ( [1Fo(Ti)™ (F1(Th))™ )s.

k=0
La fonction génératrice de ces invariants est appelée le potentiel quantique
de tangence:

XY  —a—b
I'(x,y) = ZZQE (70 77 )
>0 a,b
Iei x = (zg,21,...,2,) et ¥y = (Yo, Y1,---,¥,) sont des parametres formels,
et utilisons la notation standard des multi-indices a! = agla;!---a,!, et

a

x® = xp°x]" - - - 22 . Les variables x sont les variables formelles usuelles de

T
la cohomologie quantique, donc pour y égal a zéro, I' se réduit a (la partie

quantique) du potentiel de Gromov-Witten en genre 0.

3.2 DEFORMATION DE LA METRIQUE DE POINCARE. Tandis que le po-
tentiel quantique usuel est basé sur la trace fo : H — Q (intégration sur
la classe fondamentale) et la métrique de Poincaré g;; = fOTi uT}, le po-
tentiel quantique de tangence est plus naturellement an relation avec une



déformation de ces structures, une certaine “métrique” a valeurs dans Q[[y]].
La trace déformée est

_9ov)s
/Z::Z( y) /Tsuz, z € H,
y s! 0

S

et la nouvelle métrique est donnée par

%j::/TiUTj-
y

Soit (%) la matrice inverse de (7;;).

3.3 RECURRENCE TOPOLOGIQUE. Comme ); admet une expression en
termes des diviseurs de la frontiere, il existe une sorte de récurrence topologique.
Observons pourtant qu’en contraste avec la récurrence topologique des classes
de psi usuelles (Witten, 1991), la Formule Clef 2.5 introduit une multitude de
classes diagonales qui doivent étre éliminées comme expliqué dans 2.4. Par
miracle, la métrique déformée codifie toute cette combinatoire des classes
diagonales. Posons T, := %F et Timia,) = 2 peo Gijeg® Ty ; (le dérivé dans
la direction T; uT}). Alors, Le potentiel de tangence satisfait les équations
différentielles

Fyka:izvj - ka(xlx]) - F(xkxl)x] - F(xkx])xz + Z F$k$e ryef Filff:l?i:l?j'
e?f

Ces équations déterminent tous les descendants énumératifs premiers a partir
des invariants de Gromov-Witten.

4 Produit de tangence et structure de Frobenius

4.1 LE PRODUIT QUANTIQUE DE TANGENCE. Définissons une multipli-
cation sur H ® Q[[x,y]] par la loi

T‘Z*T'J:ﬂUT'J—i—Z Fije ’}/ef Tf.
e7f

Ici et dans la suite, pour simplicité, posons I'; =T',,.

Maintenant le résultat important est que ce produit quantique de tan-
gence est associatif. La preuve suit la preuve de I'associativité du produit
quantique usuel (cf. Fulton-Pandharipande, 1997), et encore une fois, la



métrique déformée entre dans les termes quadratiques pour codifier la com-
binatoire des classes diagonales. (Dans le cas particulier de X = P2 ce
produit avait déja été construit avec des méthodes ad hoc par Ernstrom et
Kennedy (1999).)

4.2 STRUCTURE DE FROBENIUS. De l'observation T; uTj = > 77 T,
il suit que si nous prolongeons le potentiel quantique de tangence au cas
£ =0 en posant

T; XLy
© =T+ ) 31 /yﬂuTjuTk,

i7j7k
alors le produit quantique de tangence s’écrit

TixTy =Y dye 1 Ty,
e7f

et I’équation de 'associativité devient

Z Dije v e = Z Djre 77 D pir.
e’f € f

Il découle facilement de ces constructions que Le Q|[y]]-module de co-
homologie H|[y]] avec accouplement bilinéaire non-dégénéré v : H[[y]] ®
Hlly]] — Qllyl], équipé avec le potentiel quantique de tangence ® € Q[[x,y]]
constitue une variété de Frobenius formelle sur Q|[y]]. (Voir Manin (1999)
pour la définition et la théorie des variétés de Frobenius.)

5 Nombres caractéristiques

5.1 CONDITIONS DE TANGENCE. Soit Z C X une hypersurface tres am-
ple, et soit 1, I'image inverse de la classe de Z le long du i-eme morphisme
d’évaluation. Maintenant on montre que le lieu des applications stables qui
sont tangentes a Z au ¢-eme point marqué est de classe

n;(n; +Ez)

La preuve dépend d’une construction des fibrés de parties principales, de la
formule de Porteous, et d’'un argument de transversalité. En plus, les inter-
sections top de tels lieux sont transversales pour des hypersurfaces générales,
donc les nombres caractéristiques s’expriment comme des produits top des
classes de psi modifiées et des classes d’évaluation.
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5.2 POTENTIEL DES NOMBRE CARACTERISTIQUES ET CHANGEMENT DE
COORDONNEES. Soit G la fonction génératrice pour les nombres caractéristiques
des courbes rationnelles dans X. Un argument combinatoire montre que G
est obtenu a partir de I' par un changement linéaire de coordonnées. Ainsi,
une application facile de la regle de la chaine traduit les équations de 3.3 et

4.1 dans des équations différentielles pour G qui déterminent completement

les nombres caractéristiques a partir des nombres issus seulement des con-
ditions d’incidence (c’est-a-dire les invariants de Gromov-Witten).

5.3 EXEMPLE: LES COURBES PLANES. Pour fixer les idées, soit Ny(a, b, ¢)
le nombre des courbes planes rationnelles de degré d qui passent par a points,
qui sont tangentes a b droites, et qui sont tangentes a ¢ droites a points
spécifiés (avec a+b+2c = 3d—1). Le potentiel des nombres caractéristiques

u® v we
G(s,u,v,w) = Zexp(ds) Z T Ny(a, b, c)
a>0 a,b,c
est en relation avec le potentiel quantique de tangence I' par
G(S7 u, v, U}) - F(‘rh x2, Y1, y2)7

selon le changement de variables

To =10 1 =S To=1U-+

70=20 Y1 = v Yo = W

La métrique déformée est

0 0 1 0 0 1
(=10 1 2y, =1 0 1 2v ,
1 2y1 292 + 2y, 1 20 20*+42w

et 3.3 se traduit dans la équation différentiell suivante, satisfaite par G.

Gvs = Gus - Gu + %GssGss + 2’UGssGus + (U2 + w)GusGus-

6 Autres applications

6.1 CORRECTIONS EN CODIMENSION 2. Dans plusieurs applications, les
courbes avec un point double marqué font une contribution ou elle ne le



devraient pas. Soit II; la somme de tous les cycles de codimension 2 dont
la branche centrale a degré 0 et porte le point marqué p;, et dont le deux
branches extérieures ont degré positif. Le potentiel pour les “descendants
énumératifs premiers intégrés contre II;” est en relation avec I' par une
équation différentielle quadratique, parce qu'une intégrale sur II; s’exprime
comme un produit d’intégrales correspondant a ses branches. (Une observa-
tion similaire s’applique au potentiel des “descendants énumératifs premiers
intégrés contre un facteur 12”: ceci est une conséquence d’un pas de la

récurrence topologique.)

6.2 COURBES CUSPIDALES. Raffinant les techniques des classes de psi
modifiées avec des considérations des classes II donne aussi les nombres
caractéristiques des courbes rationnelles cuspidales (dans P? ou dans P! xP1).
Par exemple, pour P2, le lieu des courbes ayant un cusp au premier point
marqué se révele étre de classe

30?4 3n,aby + P2 — 10,

Dans le contexte cuspidal, la formule pour la tangence 5.1 n’est plus
correcte, parce qu'un cusp qui s’envoie sur la droite fixée comptera comme
une tangence tandis que cette situation n’est pas une limite d’une tangence
honnéte. La formule correcte dans ce cas est

n;(n; + i — 61;).

Maintenant le probleme des nombres caractéristiques est résolu comme
suit. Premierement, les classes diagonales sont déployées en utilisant les for-
mules de 2.4, puis les équations différentielles pour les potentiels enrichis de
6.1 sont utilisées pour éliminer IT; et 1p2. Le résultat final de ces manipula-
tions sont trois équations différentielles qui déterminent de maniere effective
les nombres caractéristiques cuspidaux a partir de nombres caractéristiques
usuels.

6.3 D’AUTRES EXEMPLES. Plusieurs autres conditions admettent une de-
scription simple en termes des classes introduites plus haut. Par exemple,
le lieu des applications stables qui ont un contact d’ordre 3 avec une hyper-
surface donnée V' C P est de classe n,(n; + ;) (n; + 2¢;) — [L]s — n,1L.
(Ici [I;]3 dénote une certaine correction consistant en des applications sta-
bles a deux branches avec une branche linéaire s’envoyant sur V', mais cette
correction ne contribue pas dans la formule finale.) Le lieu des applications



stables sécantes a un plan de codimension 2 (& p; et & py) est de classe
nin3 — 812(2n% + nitp1) — nillis. (Dans P?, ceci est le lieu des courbes avec
un point double spécifié.) Couper ce lieu avec ;5 force les deux point de
sécance a coincider, et nous trouvons la classe de tangence a un plan de
codimension 2.
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