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1 Divisores e fibrados em retas

Lembre que um divisor de Cartier é uma colegao {(U;, f;)} onde os U; cobrem X, e f;
¢ uma fungao racional (nao nula) em U;. Tem ainda a condi¢do que em cada intersegao
Ui = U;NUj, arazdo f;/f; tem que ser uma fungao regular inversivel.

A um divisor de Cartier D é associado um fibrado em retas O(D), que é o fibrado em
retas que tem as f;/f; como funcoes de transicao.

Um divisor de Cartier é efetivo quando todas as f; sao fungoes regulares nos seus
respectivos dominios de definicao. Um fibrado em retas ¢ efetivo quando existe uma secao
global. Se D é um divisor de Cartier efetivo entdao O(D) é um fibrado em retas efetivo.

1.1 Exemplo. — Em P" seja D ~ P"! o hiperplano dado pela equacio zy = 0. E
um divisor de Cartier efetivo. Localmente em U;, tem equacio xox;'. O fibrado em
retas associado O(D) é ent@o o que tem as seguintes funcoes de transigao: sobre U;; é
xoxi_l/xomj_l =zt E o fibrado que serd chamado O(1). Tem uma secao global que é
simplesmente xg.

Quando X é uma variedade (irredutivel) vale reciprocamente que se L é um fibrado

em retas, entdo existe um divisor de Cartier D tal que O(D) = L: a construcao é a
seguinte: Sejam ¢;; as funcoes de transi¢ao de L. Fixe um indice, digamos 0, e ponha
fi = pio € O*(Uy) C R*(Uy) = R*(V) = R*(U,), entdo f;/f; = wio 0 ory = pur €
O*(Uy,). Verifica-se que os dados {(U;, f;)} definem um divisor de Cartier (cujo fibrado
associado é L).

Assim, a associagao de um divisor de Cartier a um fibrado em retas nao é unica, mas
temos

1.2 Proposigao. — Dado dois divisores de Cartier D e D', entao os fibrados associados
sao isomorfos se e sé se D — D' € principal.

2 Primeira classe de Chern

Defini¢ao. (proviséria... ) — A primeira classe de Chern é o mapa

DivX — Zy1(X)
D — [D]

onde o ciclo [D] associado a um divisor D = {(U;, f;)} é definido como
[D] =) ordy(fi)[V],

onde as V' percorrem as subvariedades (irredutiveis fechadas) de codimensao 1. A ordem

éordy(f;) = f(ov,Ui/<fi))-



O objetivo agora é estender c¢; a para cada fibrado em retas L — X construir um
operador

(L) : Zp(X) — A 1(X)
V] — a(l)n[V]

(O resultado ndo é mais um ciclo bem definido mas apenas uma classe de equivaléncia de
ciclos. .. )

A construcao é: dado o fibrado em retas L em X, restringe a V', e chame o resultado
L|V:

Ly — L

|

Ve——X

Agora ao fibrado Ly associa algum divisor de Cartier D em V. Aqui tem alguma liberdade
para escolher, mas s6 dentro de uma classe de equivaléncia racional. E a este divisor é
associado um ciclo. (até equivaléncia racional.) Quer dizer o mapa é

a(l)nV]=[Dr,]
2.1 Exemplo. — Continuando o exemplo 1.1 do fibrado em retas O(1) em P". Agora
&(0(1) N [P"] = D.[P") = [D] = [P"1].

Quer dizer ¢;(O(1)) representa “interse¢cdo com hiperplano” ou a “classe de um hiper-
plano”. Em geral, .
((OW)) n 7] = [P

2.2 Propriedades da primeira classe de Chern de um fibrado em retas.

O Normalizacao. Seja X esquema de dimensao pura, e seja D um divisor de Cartier em
X. Entao ¢, (L(D))N[X] = [D] em A,_1(X).

O Aditividade. Sendo Ly, Ly fibrados em retas, vale ¢1(L; ® Lo) = ¢1(L1) + ¢1(L2).

O Naturalidade. Seja f : X' — X um morfismo plano, e seja z € Z,(X), entao:
f*(ci(L)Nz) = a(f*L) N f*e.

O Férmula de proje¢ao. Seja p : X' — X um morfismo préprio, e seja 2/ € Z (X').
Entao py (c1(p*L) N 2") = c1(L) Npyz'.

Veja a generalizacao 4.2, onde tem diagramas ilustrativos.

O item O segue do fato que, se L ~ O(D) e M ~ O(D’) entao L @ M ~ O(D + D’),
como se vé olhando para as fungoes de transigao.
Segue deste item também que o mapa

PlCXXZk(X) — Ak_l(X>
(L, [V]) — al)n[V].

é bilinear. (Pela prépria construcao ja é linear no segundo variavel.)
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2.3 Fato dificil. — Se o = o s@o ciclos racionalmente equivalentes, entao ¢, (L) Na =
c1(L) Na. Isto é, o nosso mapa ¢, (L) fatora

Zx(X)
J (L)
A* (X) - A*(X)
Para mostrar isso, a parte essencial é mostrar que se o« = 0, entao ¢1(L) N = 0.

Intimamente relacionado com este fato é a questao de comutatividade: quando V'
também é um divisor entao vale

D.[V] = V.[D]

Obtemos assim um operador ¢;(L) : A (X) — A,(X) que é homogéneo de grau
—1, quer dizer ¢;(L) N Ay C Ap_1. Entado pode compor vérias ¢;’s, e faz sentido entao
expressoes tipo ¢ (L)%c; (M) + ¢1(L') ete. A comutatividade implica que expressoes poli-
nomiais (com coeficientes inteiros)

3 Fibrados projetivos

Definicao. — Seja p : ' — X um fibrado vetorial de posto e + 1. Entao define o fibrado
projetivo P(FE) associado a E' como sendo o fibrado cujas fibras s@o as projetivizagoes das
fibras de E. Isto é, P(E), := P(E,).
Ou equivalentemente, em termos de trivializagoes: Se U; = Spec R; sao uma cobertura
aberta de X entao
By, ~ U; x Kt ~ Spec R;[Ty, ..., T,

O fibrado projetivo associado ¢é entao dado localmente por
P(E)y, == Proj R[Ty, ..., T.] ~ U; x P(K“™) ~ U; x P°.

3.1 O fibrado tautolégico. — Em espaco projetivo P¢ = P(K1) o fibrado em retas
tautologico é
O(~1) = {([¥], v)} € P(K*) x Ko+,

Quer dizer, pensando todo ponto z € P(K") como representante de uma reta em
K¢l a fibra de O(—1) em x é justamente a reta que representa. Em termos de trivial-
izacoes, sobre o aberto Uy onde xg = 1 temos

U x K 5 O(-1) c P(K™) x K
(Lrzrz.cz], t) — ([Lizz.cz], (Gta, ... tx)).

Voceé calcula que as funcgoes de transicao sao

T
pij = — € O(=1)(Uy)*,

Lj



logo que ¢é o fibrado dual ao fibrado O(1) introduzido em Exemplo 1.1, o que justifica a
notacgao.

Da mesma forma, qualquer fibrado projetivo P(F) vem munido de um fibrado em
retas tautoldgico, denotado Op(—1). Localmente, sobre U; C X, o fibrado tautolégico de
P(E)y, ~ U; x P° é dado simplesmente estendendo O(—1) constantemente ao longo de
Ui, ou seja, Op(—1) é definido pelo diagrama cartesiano

Op(~1)s, — O(-1)

| |

U; x P° pe

Com boa vontade vocé escreve simplesmente
O(=1) = {(lv],v)} CP(E) xx E.

Defini¢ao. — O fibrado em retas dual ao tautolégico, denotado Og(1) é que vamos usar:
A primeira classe de Chern dele,

a(Op(1)) : A (P(E)) — AL (P(E)),

tera o papel de uma “secao hiperplana”, como nos Exemplos 1.1 e 2.1.
Este operador sera denotado

h:= hE = 01<OE<1>>

4 Classes de Segre

Seja X um esquema de dimensao n, e seja £ — X um fibrado vetorial de posto e + 1.
Consideramos o fibrado projetivo associado, p : P(E) — X. Observamos que p é um
morfismo plano, o que garante que faz sentido tomar imagem inversa sob ele. Da um
mapa

p*Ak(X) — AkJre(P(E))
VI — P(E)w

Também, p é préprio, o que nos dd um mapa py : A, (P(E)) — A,.(X).
Defini¢ao. — A i-ésima classe de Segre de P(E) é o operador

S(B): AL(X) — A(X)
2 = pe (R Np*z),

ou seja, ¢ a composi¢ao

Ao (BE)) — 0 A ()
p* l Dx
Ay(X) A i(X)



onde como sempre h = ¢1(Og(1)). O indice k esta presente apenas para indicar como sobe
e desce a dimensao, tudo homogeneamente. Quer dizer, s;(EF) é um operador homogéneo
de grau —1.

Vamos explicar: seja V' C X uma variedade de dimensao k. Restringindo a V' o fibrado
projetivo P(E) obtemos uma variedade p*V = P(E)y de dimensao k+e. Capando agora
r + 4 vezes com a primeira classe de Chern de P(E) obtemos o ciclo "= N p*V de
dimensao k — i. Isto é um elemento em A;_;(P(F)). E finalmente, tomando imagem
direta, o que ndo muda a dimensao, ficamos com um ciclo em Ay_;(X).

4.1 Exemplo. — Seja X = e = Spec K, e seja £ = K*"'. Entao A,(X) = Ay(X) = Z.
Logo, s6 so(FE) tem relevancia. so(E) : Z — Z é um homomorfismo de grupos, logo basta
saber quem ¢é so(E£) N1, onde 1 = le. Primeiro, a imagem inversa de [o] é p*[e] = P°. Em
seguida, capar e vezes com h = ¢;(Og(1)) da he(P°¢) = [¢] C P° e a imagem direta deste
ciclo evidentemente é [o]. Ou seja

ou seja, so(F) é o operador identidade em Z.

4.2 Propriedades de classes de Segre.
0 S — Id

Parai <0ei>n=dim X, temos s; =0, e para 1 <7 < n temos que s; é nilpotente.
O Naturalidade. Se g : X' — X é um morfismo plano, entao para todo z € A, (X)

g* (si(E) N 2) = si(g"E) N g*z.

Ou seja,
A,y B,y (x)
g* [ g*
Ay (X) (B Ay (X)

O Foérmula de projecio. Se g : X' — X é um morfismo préprio, entao para todo
2 e Ay (X)
95 (5i(g*E) N 2') = 5;(E) N gy 2.

Ou seja,
A, 00) 2B 4 e
9x \ \ 9x
ALX) e A,(X)



O  Comutatividade. Se E e I sao dois fibrados vetoriais, entao

si(E)s;(F) = s;(F)si(E).

Ou seja,
Ap(X) si(E) Api(X)
s;(F) s;i(F)
Ap—j(X) m’ Ap-i—j(X)

onde os indices foram colocados s6 para mostrar em que ordem a dimensao cai, tudo
homogeneamente.
O Normalizacdo. Para todo fibrado em retas L — X temos

s1(L) = —c1(L).

Demonstragao de 0. — Seja V' C X uma variedade, calculemos sy(L) N [V]. Primeiro
calculamos p*V'; é apenas P(L) restrito a V', denotamo-lo ainda por P(L) — V. Sendo L
de posto 1, P(L) é isomorfo a V; é um fibrado de pontos! Temos por defini¢ao do fibrado
tautologico um diagrama cartesiano

L

Vv

donde segue que Op(—1) ~ p* L. Ou dualmente, O (1) ~ p*L". Agora por defini¢iao

o
=
|

siL)N[V] = py(a(Op(1)) Np*[V])
= pye(a(p*L7) np*[V])
= (L) Npyr*[V]
= —a(l)n[V]
(conforme a férmula de projecao, e o fato de que p,p*[V] = [V] porque p é um isomorfismo.

O

Defini¢ao. — A classe total s(E) : A (X) — Ay (X) é asoma s(E):= > s;(E).

5 Classes de Chern

Sendo os s; nilpotentes para 1 < ¢ < n segue que a classe total
S:1+81+82+"'+Sn

é um operador inversivel.



Definig¢io. — O operador inverso ¢(E) := s(E)~! a classe total de Segre, é o operador
classe total de Chern. Decompondo ¢(F) em seus componentes homogéneos, ¢(F) =
co(E) + c1(E)+...+cp(E), definem-se as classes de Chern. Quer dizer, a i-ésima classe
de Chern é um operador Ay(X) — Ap_1(X).

Da igualdade s(E)c(E) = 1 segue que para cada i > 1 temos

> siw(B)ex(E) = 0. (5.0.1)

k

Estas identidades determinam as classes de Chern. Por exemplo,

Co — 1d
G = —5
Cy = 8? — So
etc. Em geral a relacao é dada por
S1 S99 ... S;
. 1 S1 ... Si—1
C;, = (—1)2 1

1 S1
como se verifica fazendo inversao pela série geométrica.

5.1 Observagao. — J4 tinhamos outra definicao de ¢y, a primeira classe, em cima de
um fibrado em retas. A naturalidade das classes de Segre garante que a nova defini¢ao
coincide com a primeira neste caso.

5.2 Proposicao. — As classe de Chern gozam das mesmas propriedades das classes de
Segre, listadas em 4.2.

De fato, essas quatro propriedades caracterizam as classes de Chern.

6 O principio da cisao

6.1 Lema. — Seja E — X um fibrado em retas de posto r, entao existe um morfismo
plano f: X' — X tal que f* : Ay (X) — A (X') € injetivo, e f*E admite uma filtragdo
f*E = FE1 D Ey D --- D E.y1 = 0 de fibrados sobre X' tal que todos os quocientes
E;/E;y1 sao fibrados em retas.

Demonstracao. — Inducao sobre o posto. Se E é de posto 1, nao ha nada par provar.
Seja E — X um fibrado de posto . Ponha X°:= P(E) %+ X. Entdo certamente
p* Ay (X) — AL (P(E)) é injetivo: Com efeito, seja z € A, (X), e suponha p*z = 0 em
A, (P(E)). Entao

z=s0(E)Nz=p, (K" Np*z) =0.



Agora dentro de p* E temos o fibrado tautolégico
Op(-1) = p*E - E

onde E é o co-nticleo, que é um fibrado de posto r — 1. Por inducao, existe agora um
morfismo plano ¢ : X’ — X tal que ¢* : A, (X") — A, (X’) é injetivo e ¢* £ admite uma
filtracao.

¢*Op(—1) — ¢*p*E - ¢*E
J_ U
B Ey)) — E,

U U

Ker 3 -0
Il

0 que constroi justamente uma filtragdo de p*E. (O ltimo quociente é o fibrado em retas
Op(-1).) O
6.2 Observacao. — A construcao mostra que dada uma colecao finita de fibrados veto-
riais E1, ..., By é possivel fazer mudanga de base para filtrar todos os fibrados simultane-
amente.

6.3 Funcgoes simétricas. — Seja X um sfmbolo livre sobre o anel k[t1,...,t,], e considere o polinémio

H?:l(X +t;). Expandindo e pondo X em evidéncia, podemos escrever o polinémio como

n
= Zak(tla v 7tn)Xka
k=0

o que define as func¢édes simétricas elementares o em tq,...,t,. Em particular, notamos que
gy = 1
o = titte+--+1iy
09 = Z titj
. i<j
On = tltg"'tn.

Em geral, o é uma soma de (Z) termos de grau k.

6.4 Lema. — Seja X uma variedade (ou esquema?) e seja E um fibrado de posto r que
admite uma filtragao E = Ey D Fy D --- D E..1 =0, onde os quocientes L; .= E;/E; 1
sao fibrados em retas.

Seja o; a i-ésima fungdo simétrica elementar em ¢y(Ly), ..., c1(L,), isto é

o = ally)+--+ally)

o, = a(li)ei(Le) - ei(Ly)
Entao



O Se E admite uma secao s : O — E sem zeros i.e. Z(s) =0, entao o, = 0.
O A classe total de Chern é ¢(E) = [] (14 e1(L;)). Ou equivalentemente, para i =
L,...,7r temos ¢;(F) = oy, € para i > r temos ¢;(E) = 0.

Demonstracao. — Quanto a [, inducao sobre o posto. Se E tem posto 1, es: O — E é
uma segao sem zeros, entao o divisor de Cartier induzido por s ¢é principal logo ¢, (E) = 0.
Seja agora r > 2. A situacao é

Es < E Ly

| A

O

Se s’ é a secao nula, entdo s fatora através de F,, e entdo inducao vai completar a
demonstra¢ao. Supomos que s’ nao é a se¢ao nula. Ponha entdo Z := Z(s'), o esquema
de zeros de s'. E um divisor de Cartier efetivo. Restringindo tudo a Z obtemos

Eoz — Eiz —> Lz

NN

Oz

onde s’ = 0, e se induz uma secao o : O — Ejy|z, que herda a propriedade de s de nao se
anular em lugar nenhum. Agora indugao.
Detalhes. Pela hipétese de indugao aplicada a segao o : O — Ejy|z, temos

(gcl(L“Z)) AV] =0 (6.4.1)

onde [V] é um ciclo em Z. Vamos calcular agora em X inteiro:

(Ea(Li)) N[wW] = (gcl(Li)) A (ex(Ly) N W),

mas ¢;(Ly) N [W] = [Z] (por naturalidade, e pela construgao de 7). Logo,

= (gcl(L">) N[Z].

Seja v : Z — X a inclusao. A férmula de projecao nos da agora

i (H(L)) "z

e agora a hipdtese de indugao (6.4.1) mostra que é zero.

Quanto a [, dentro de p*E temos o fibrado tautolégico Og(—1) — p*E, que vamos
interpretar como uma segao s : Op — Op(1l) ® p*E. Esta se¢ao nao se anula em lugar
nenhum (porque em cada fibra é injetiva), logo estamos em condigoes de aplicar item [.



Tensorize por Og(1) a filtracio £ = Fy D Ey D -+ D FE,. Isto d4 uma filtragao de
Ogp(1l) ® E com quocientes Op(1) @ p*E;/(Op(1) ® p*E;11) ~ Op(1) ® p*L;. Agora

¢1(Op(1) @ p*Li) = h+ c1(p*Ly),

onde h:= ¢;(Og(1)). As classes ¢;(p*L;) sdo chamados as raizes de Chern. Agora pelo

item O temos i

0= (r+a(p L)) => n o, (6.4.2)

i=1
onde a tltima igualdade é apenas escrever em termos de fungoes simétricas: o) : =

or(ci(p*L1), ..., c1(p*Ly)).
Multiplicando por hA*~! e tomando imagem direta obtemos,

[e.9]

0= Dy Z hT_k—H_lO';{:.
k=0

Aqui k foi permitido a correr além de r, com a convengao de que o}, = 0 para k > r.
Agora vamos calcular, para qualquer ¢ > 1, e para qualquer z € A, (X), a soma

(o) o

Se der zero, mostra que oy, = ¢,(E), conforme 5.0.1. Vejamos: Primeiro, com a convengao
de que as classes de Segre negativas sao nulas, podemos continuar a somatorio além de 4:

<§5ik(5)0k> Nz = (;sik(E)ak) Nz

= > (sik(BE) N (0x N 2))
k=0
_ Zp* (hr—l—i-i—k mp*(o.k N Z))
k=0
— Zp* (RN (o, N p*z))
k=0
— Zp* (hr_1+i_k0';€) N p*Z
k=0
que ¢é justamente o que antes achamos igual a zero. O
6.5 Observagao. — Sabendo agora que ¢;(E) = oy, a férmula 6.4.2 da demonstragao

fica

R+ ce(p*E)h "+ -+ e 1 (pF*E)h + ¢, (p*E) =0

Originalmente, quando Grothendieck introduziu as classes de Chern em geometria algé-
brica, esta relacao foi a definicao das classes.
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6.6 Observagao. — Desta féormula segue que o anel de Chow de um fibrado projetivo
P(E) pode ser calculado a partir do da base como

A (P(B)) = (Ae(X) [T/ (T + T+ +¢).

6.7 Proposicao. (Fdrmula de Whitney.) — As classes de Chern sao multiplicativas em
relacdo a seqiiéncias exatas: Se 0 — E' — E — E” — 0 € uma seqiiéncia exata de
fibrados vetoriais sobre X, entdo

c(E) = c(E")c(E").

Demonstracao. — Pelo lema 6.1, existe um morfismo f: X' — X tal que f*: A, (X) —
A, (X') éinjetivo e f¥E" e f*E" admitem filtragdes com quocientes de posto 1. Agora as
filtracoes de f*E' e f*E” se combinam para dar uma filtracao de f*E cujos quocientes
sao as mesmas. Ou seja, as raizes de f*FE sdo as raizes de f*E’' mais as raizes de
f*E". Pela formula 6.4.0 concluimos que a proposigao vale para o pull-back: ¢(f*E) =
c(f*ENe(f*E"). Mas sendo f* injetivo, a férmula vale para os fibrados originais também.

(I

6.8 Lema. — Seja E' um fibrado vetorial de posto r, e seja L um fibrado em retas. Entao

a(E®L) = c(E)+re(L)

c(E®L) = cr—i(E)ey (L)
i=0
Existem também formulas explicitas para as demais classes de Chern de E ® L, mas
envolvem um monte de coeficientes binomiais.

Demonstracao. — Pelo principio da cisao basta verificar as férmulas no caso onde E =
@,_,L;. Entdo, pela férmula de Whitney (6.7) temos ¢(E @ L) = ¢(P(L; ® L)) =
[[e(L; ® L) e pela aditividade da primeira classe de Chern de fibrados em retas (2.2.00)
vem = [[(1+ A\; + A), onde \; := ¢1(L;) e A:= ¢;(L). Expandindo esta expressao da

C(E®L) = (1+XN)"+aN)A+N)"" 4 +o.(\)1
L+ +aE)A+A)" 4+ e (E)
onde 0;(\;) denota a j-ésima funcao simétrica nos \;; pelo lema 6.4, isto é justamente
cj(E). Agora, os termos de grau 1 sé aparecem no inicio, e sdo rA 4 ¢1(E). Os termos de

grau 7 sao
N 4 (B)N T+ e 1 (E)A+ ¢ (E)

Como aplicacao dos resultados, vamos calcular as classes de Chern de P".

6.9 Exemplo. Classes de Chern de P". — Quando se fala de classes de Chern de um
esquema é subentendido que se trata do fibrado tangente. Quer dizer, ¢(P™) := ¢(TP").
O fibrado tangente é (mais ou menos) o feixe de derivagoes. Considere o mapa

o+t — TP"

0
Fz:(an"')fn) L DF:Zfz

8.’13'1'
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Observe aqui que os f;’s sao fragdes a;/b; onde a; e b; sdo homogéneos e a; tem grau um
a mais. A imagem Dp é uma derivacao Opr — Opn pelo seguinte:

B howg — g5zh
AL e

que é um elemento em O(—1), mas multiplicando por f; como estd sendo feito na definigao
remedia isto. E uma verificacao trivial que satisfaz as regras de derivacao.

Fazendo as contas nas cartas afins, vocé descobre que o mapa de fato é sobre: todas
as derivacoes aparecem desta construcao.

O nucleo é

O]}Dn N O(1)€Bn+1

1 — (zg,...,7p)

De fato, a imagem deste elemento em TP™ é > xi% = 0, conforme o lema de Euler. Isto
mostra que 1 pertence ao nicleo. De fato é o niicleo todo. Temos agora

0 — Opn — O™ — TP" — 0

donde segue que

(TP = (M)

1
+(n+1)h+<”‘2F >h2+...

onde h = ¢1(O(1)) é a classe de um hiperplano. Segue que ¢;(P") = (n + 1)h.

A seguinte generalizacao de 6.4.00 é uma das ferramentas mais importantes para
calculos com classes de Chern. Generaliza também o teorema de Bézout.

6.10 Proposigao. — Seja E um fibrado vetorial de posto r, e seja s : O — E uma
se¢ao reqular, i.e. localmente s = (f1,..., f.), onde as f; € O(U) formam uma seqiiéncia
reqular. Ponha Z := Z(s), o esquema de zeros de s. Entao

e (B) N [X] = [Z].

Demonstracao. — Inducao sobre r. O caso r = 1 é praticamente a definicao da primeira
classe de Chern. Para o caso geral, basta provar que vale em X':= P(F), conforme o
principio da cisdo. Seja p X’ — X a projecao. Aqui em X' temos

Op(—1) = p*FE - Q
p*s I /
Op
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onde () é apenas o co-ntcleo, portanto um fibrado de posto r — 1. Localmente, se A é o
anel local de um aberto de X, entao X’ é dado por A[T3,...,T,]. Entdo se s localmente
é uma seqiiéncia regular de funcoes em A, entdo é claro que p*s, que é apenas a imagem
de s, continua sendo regular em A[T},...,T,]. Pense em p*s localmente como r fungoes
regulares X — k, pense em E como localmente £ ~ Op(—1) @ ). Entao a primeira
fungdo de coordenada de p*s vai para Op(—1) (e serd chamada s'); as demais vao para
Q. A secao induzida s’ é entao essas r — 1 demais fungoes. Segue que s’ também é uma
secao regular.
Por indugao agora, ¢,_1(Q) N [X'] = Z(s'). Agora restrinja tudo a Z(s'):

Op(=1)jz = p*Ejz — Q|2
st T s=0
Ogz
Observe agora que [Z(s')] = [Z(p*s)]. Por outro lado, por indugao,
[Z(s))] = a(Op(=1))N[Z(s)]

— (Os(~1)) Nerr(Q) N X
e1(p*E) N [X']

onde a ultima igualdade é a férmula de Whitney.
Valendo agora o resultado em A, (P(E)), vale em A, (X) também pelo lema 6.1. O

6.11 Exemplo. — Sejam Hj, ..., H, hipersuperficies em P" (tais que as equagoes for-
mam uma seqiiéncia regular. .. ). Seja d; o grau de H;, e seja Z:= H; N ---N H,. Entao

degZ =dy---d,.

Com efeito, considere H; secao de O(d;), e ponha E:= @O(d;). Entao s:= (Hy,..., H,)
é secao de E como na Proposi¢ao. Agora, pelo principio da cisao, ¢,.(E) = [[dih =

(TTdi)h".

6.12 Corolario. — Seja E — F — Q) uma sequéncia exata de fibrados vetoriais sobre
X, e seja r o posto de (). Entao,

[P(E)] = e (Or(1) @ p*Q) N [P(F)] em Ay (P(F)),
onde p: P(F) — X € a projecdao estrutural.

Demonstragao. — O lance estd em exibir P(E) como zeros de uma secao regular: Con-
sidere o diagrama de fibrados sobre P(F):

p*E —— p*F - p*Q

|

Or(—1)

A secao vertical é regular pelo mesmo argumento da demonstragao, e segue dai também
que s é regular. Os zeros de s é o lugar dos pontos € P(F) tais que Op(—1) — p*F

13



fatora através de p*E. Vejamos que isto acontece exatamente em P(E) C P(F). Com
efeito, p*F = P(F) x F, e aqui dentro, Op(—1) consiste dos pares “incidentes”, quer
dizer, em cima de um ponto x € P(F') é a reta representado por z. Agora se x estd
em P(FE), entdao a reta deve estar em E, ou seja: Op(—1) estd em P(F) x E = p*E. E
reciprocamente, se (em alguma fibra) Op(—1) jé estd em P(F') X E entao a reta estd em F,
e pela definigao de Op(—1), o ponto representando a reta deve estar em P(£). Portanto,
Z(s) = P(F) C P(F). Agora interpretando a segdo como s : Op — Op(1l) ® p*@Q temos
pela proposicao

e (Or(1) @ p*Q) N[P(F)] = [P(E)]  em A, (P(F)),

como prometido. O

14



Classes caracteristicas: Exemplos

MAIO 97

7 Feixe de partes principais
Referéncia para esta secao: EGA 4.

7.1 Observagao. — O feixe de partes principais ¢ também chamado o feixe de jatos.

Definicao. — Seja X um esquema e seja E um feixe em X. Considere o produto X x X
com projecoes pi € po, e seja I o ideal da diagonal A C X x X. Entao I™ é o ideal da
diagonal gorda mA dos vizinhos infinitesimais de ordem m — 1. Agora por defini¢ao, o
feize de partes principais de E é

P HE) = p14s(pFE @ Opa).

Aqui o produto tensorial é sobre X x X.
O feixe de partes principais protagoniza uma seqiiéncia exata curta, que passamos a
descrever. O ponto de partida é a seqiiéncia exata (de feixes sobre X x X)

Im/Im—H PN O(m+1)A —» OmA7
que tensorizamos por p¥ E para obter
PAEQI™ /I — p¥E @ Opninya = PFE ® Opa.

E melhor supor aqui que F seja localmente livre, para garantir que a seqiiéncia continua
exata. Tomando imagem direta sob p; obtemos uma longa seqiiéncia de feixes sobre X

0= piy(PFE@ I™/I™Y) — PR(E) — Py (E) —
— R'piy(pFE@ 1™/ —

O primeiro termo se calcula aplicando a férmula de projegao, observando que I™/I™*!
é suportado na diagonal (é um Oa-moédulo) — portanto p; = ps aqui — e em seguida
observar que I"™ /™! ~ Sym™(I/1?):

PrxPFE@IM/I™) ~ E@p(I™/I™) = E @ p1,(Sym™(I/I?)) ~ E ® Sym™ Q.

Ademais, sendo p; : A — X um isomorfismo, nao hd imagens diretas superiores. A
seqiiéncia fica entao

0— E®Sym™ Qx — PR(E) — Py Y(E)—0

Observe que P%(FE) ~ E. Com efeito, sendo pfE ® O,,a suportado na diagonal,
podemos aplicar a formula de projecao para achar

PY(E) = pi1y(p§E @ Op) ~ E®@p1,On ~ E
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Para m = 1 a seqiiéncia fica entao

0= E®Qx — Py(E) — E—0.

Em seguida descrevemos o “homomorfismo estrutural” de Py~ '(E). Da identidade
E — FE é induzido pfE — piE ® Op,a e tomando imagem direta obtém-se p pdE —
P}}‘_l(E). Agora seja f : X — e o morfismo estrutural de X, entao o produto é definido

por
X x X

p/ \gz
o

(7.1.1)

Nesta situacao vale pypi¥F ~ f*f,F — é um fato deste tipo de quadrados cartesianos
(pull-back plano? ou o que é que faz funcionar?), que imagens direta e inversa comutam
assim. Aqui f F = HY(X,F), e f¥*fuF = f*H(X,E) = H°(X,E) ®; Ox, o feixe
trivial de segoes globais, denotado H°(E). (Se H(X, E) é de dimensao d, entao o feixe ¢
isomorfo a O%?. Visto como fibrado vetorial é simplesmente X x H°(X, E).)

O homomorfismo “estrutural” é entdo H°(E) — Pw '(FE). Por algum motivo, este
mapa € sobrejetivo, isto é: sobrejetivo como morfismo de feizes, nao em termos de segoes
sobre abertos. . .

O significado deste mapa é que, localmente, em cada fibra, consiste em tomar o m-jato
de uma segao. Ou seja, se s € H*(F)p é uma sec¢ao, entao a imagem é o desenvolvimento
de Taylor em P até ordem m (ou talvez m — 1).

Nas aplicacoes que vém a seguir, o fibrado sera um fibrado em retas L, e tudo que
precisa saber é resumido no diagrama

L®QY" o PR(L) — PYTYL)
HO(L)

8 (Conicas em P?

Seja X = P2 o plano projetivo, e seja F' o espaco vetorial de formas de grau 2; é ger-
ado por z2,y?, 2%, xy, x2,yz, logo tem dimensao 6. Sua projetivitacio P(F) é o espago
parametrizando conicas em P2

Vamos agora considerar F' como o fibrado vetorial trivial de posto 6, e P(F') passa a ser
o fibrado projetivo (trivial também). Ou seja, P(F) = P? xP° = {(p, k) | p € P?,k € P°}.
Aqui dentro vamos estudar o subfibrado P(F) formado pelos pares (p, k) tais que p é um
ponto singular de k. Ou seja

E={(p,r) | Vk(p) = 0}.
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Para p € P? fixo, esta condicao é linear em F, portanto realmente define um subfibrado
em F. Vamos calcular a classe de [P(E)] em P(F). (E notamente sua imagem direta
sobre a projecao para IP°.)

8.1 Observagao. — Entre £ e F temos um outro fibrado importante: O fibrado C'
formado pelos pares (p, k) tais que p € k. (E um fibrado de posto 6 — 1, porque passar

8.2 Construgao mais formal de F', para fazer aparecer derivadas parciais. —
Seja V' o espago vetorial subjacente a P?, de modo que P? = P(V). Entao considere o
fibrado trivial de posto 3 dado por V, e o fibrado tautolégico aqui dentro:

Ope(—1) =V - Q (8.2.1)

onde () é nosso nome para o quociente. Na verdade o que rola aqui é o seguinte: Seja
f:P(V) — e:= Speck o morfismo estrutural de P(V'). Entao na seqiiéncia, na verdade
se trata de f*V:

f’]V ‘[

P(V)

Mas para nao sobrecarregar a notagao vamos sempre suprimir o simbolo de pullback ao
longo de morfismos estruturais para e.

8.3 Observagao. — Tensorizando a seqiiéncia (8.2.1) por Opz(1) obtemos a seqiiéncia
de Euler (cf. Exemplo 6.9):

Opz — V @ Op2(1) - Q @ Op2(1) = TP?
Aqui, em notagao de feixes, V = O%3 portanto V @ Op2(1) = O(1)%3.
Agora dualize a seqiiéncia (8.2.1):
Q* = V* — Op2(1)

Ambos V* e Opz(1) tém a ver com formas lineares em V (ou em P(V')). De fato, V* é
o espago de segoes globais de Op2(1). Com efeito, as segoes globais de Opz(1) é f, Op2(1)
que é um feixe sobre e, ou seja um espaco vetorial, e é gerado pelas trés formas x,y, z
exatamente como V*. Logo f,Op(1) = V*. Pulling back para P(V) ficamos com a
identidade f* f,,Op2(1) = f*¥*V* = V* (cf. a notacdo abusiva).

Tome agora produto simétrico para ficar com

Fi= S5(V*) = Op(2)

que é uma seqiiéncia de fibrados sobre P? = P(V). O fibrado F tem posto 6, e ainda é o
feixe de segdes globais de Op2(2).
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Agora considere o diagrama de partes principais de Op2(2):

Op2(2) @ Qps ——— Ppa(Op2(2))

A

|

F = H(0p(2))

» Op2(2)

Aqui Pg,(Op2(2)) é de posto 3.

Seja (p, k) um elemento em F. Dizer que vai para zero em Opz(2), é dizer que x(p) = 0.
Ou seja, o nucleo do mapa diagonal do diagrama ¢é exatamente o fibrado C' da Ob-
servacao 8.1. Dizer que (p, k) vai para zero ja em Pg,(Op2(2)) é dizer que nao apenas a
forma k se anula em p, mas também a derivada de x se anula em p. Ou seja, Vk(p) = 0.
Isto é dizer que o ntcleo de F' — Pg,(Op2(2)) é exatamente E: num ponto p € P? o
nicleo ¢ formado por todas as conicas cujas primeiras derivadas se anulam em p.

Agora podemos calcular a classe de P(F). Pelo corolario 6.12 temos

[P(E)] = ¢3(OF(1) ®o, p*Pe2(Op2(2)) N [P(F))].
Devemos calcular ¢3(Op(1) ®o, p*Pp(Op2(2)): Pelo lema 6.8,

¢3(Or(1) ®op p*Ppa(0p2(2)) = ¢3(p*Pp2(Op2(2)))
+¢o (p*Ppe(Op2(2))) H
+c1 (p*Pp2(Op2(2))) H?
+H?

onde H := ¢;(Or(1)). Agora as classes de Chern de p*Pp, (Op2(2)) podem ser calculadas
pela seqliéncia exata: vai ser uma expressao em h:= ¢;(Op2(1)). O resultado é um
polinémio em h e H, homogéneo de grau 3. Entre os termos aparece 3h2H. Este termo
¢ o inico que sobrevive na imagem direta para P5. Ali a imagem é 3H.

Ouseja: [P(E)] = 3h*HN[P(F)]+mais termos. .. . Imagem direta para P° d4 3HN[P®].

Todo isso mostra que a imagem de P(F) em P° é uma hipersuperficie de grau 3. Que é
justamente o lugar das conicas singulares! (Lembre que normalmente provamos este fato
observando que o lugar das conicas singulares é dado pelo determinante, que certamente
é um polinémio de grau 3.)

Para mais informagoes, e para cédigo de MAPLE, veja o arquivo 1jet.tex.

9 Obstrucao para mergulho e imersao X — P”

9.1 Proposicao. —Seja X uma curva projetiva lisa de género g, e seja f : X — X' C P?
um morfismo nao ramificado e biracional sobre X'. (lLe., é uma imersao: df, ¢ injetiva
para todo x € X.) Entao existe um divisor efetivo D C X tal que f‘X\D € sobre a
imagem, e

JiD1= 3@~ 1@-2 -
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9.2 Idéia. — A idéia para a construgao de D é a seguinte: Considere o mapa F' :
X x X — P? x P? dado por f em cada fator, i.e. F'(z,y) = (f(x), f(y)). Sejam ¢, e ¢z as
projecoes de X x X, e sejam p; e py as de P? x P2

XxX P? x P?
%\ \Q\
qQ1 P1
X

X P?
f

Considere a diagonal Apz C P? x P? que é uma subvariedade de codimensao 2. Entao o
pullback F*Aps2 serd o conjunto de pares de pontos de X com imagem comum em P?. Mas
isso vai incluir todos os pares (x,z), o que ndo podemos admitir. Temos que descartar a
diagonal de X, denotada Ax. Esta é um divisor de Cartier efetivo em X x X. Localmente
a situacao é agora que o ideal de F'*Ap2 é gerado por dois elementos «, 3, e este ideal esta
contido no ideal de Ax que é gerado digamos por . Logo ~ divide tanto o quanto [, e
podemos escrever o = va/ e § = v'. Entao a subvariedade de X x X definida pelo ideal
gerado por o e (7 é justamente os pontos que tém imagem igual sem serem iguais. E o
ideal do lugar dos pontos duplos. Vamos chamar de D este subesquema em C X x X. O
divisor que estamos procurando sera entao a imagem direta de D, sob uma das projegoes:

D:=q,DcCX.

9.3 Construcao de D — Vamos exibir D € X x X como lugar de zeros de uma secao
regular de um fibrado de posto 2.

9.4 — Diagonal de um produto de projetivos: aqui existe nas notas de aula uma ex-
plicacao. . .

Ap2 C P2 x P? ¢ o lugar de zeros de uma secao
s :pi Op2(=1) — p3Q
que interpretamos como uma secao
s 1 Opzyp2 — p3Q @ pf Op2(1).
Agora F71(Ap2) é o lugar de zeros da secao
s Oxyx — F* (pr ®pi’<0ﬂﬂ>2(1))-

O divisor D que nos interessa ¢ obtido de F ~1(Apz) descartando Ay.
Veja as notas de aula para descricao deste passo. . .
, ou seja, ¢ o lugar de zeros da secao

§: Oxxx — F*(p5Q ®@ pfOp2(1)) @ Oxyx(—Ax).
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Entao pela proposicao 6.10 temos
D] = o2 (F* (pfQ @ pF Op2(1)) ® Oxrex(—Ax)) N [X x X].

Usando a féormula (6.8) de classes de Chern de um produto tensorial, e introduzindo as
simplificagoes notacionais

hy = a(@df*Q) =a(F*piQ)
hy = 01(q1 f*OIP2( )) =C1(F*p§<OJP2(1))
A = _Cl(OXXX(_AX))

chegamos a B
[MzGﬂ%ﬂQHWAM—Awwm—Afmexm

O que queremos ¢ [[D]. Mas sendo D = Q1*D temos (cf. [livrinho] 3.9.2.)

lﬂm:/@:/‘ /mm+/h—/@—ﬂ/MA+/N

Calculamos essas integrais uma por uma. Sejam a : X — e e a’ : X’ — e 0s morfismos
estruturais, entao a = a’ o f. As composicoes a o ¢; = a o ¢ sa0 0 morfismo estrutural de
X x X. Agora, os dois termos quadrados h3 e h? tém integral zero:

/hf = ayq14(hi N [X x X])

= ay (1 f* Op2(1))* N [X x X])
= ay (c1(f*Op2(1))* N 14 [X x X]) férmula de projegao

valendo G15[X X X] = 0. Um célculo similar, usando a o g2 em vez de a o gy, estabelece
f o(@ f*Q) = 0.

A segunda integral depende da férmula [livrinho], p.80 para um produto:

/ hohy = /X alE Q) (a7 0n(1)
= [ a(r)- [ a(ron)

Aqui os célculos sao facilitados do fato de ser f : X — X’ biracional: Para qualquer

'De fato, para qualquer fibrado E sobre X', e para qualquer classe caracteristica c satisfazendo a
férmula de projecao, vale g4 (c(¢fE) N [X x X]) = 0, pelo mesmo argumento. No caso particular
vale ainda mais: vale que [, h} = 0 para qualquer classe Z € A, (X x X). Com efeito, [, h} =
ay (c1(f*Op2(1))2 N q14[2]) = fq1*Z c1(f*Op2(1))?, que é zero por razdes de dimensao.
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fibrado E sobre X’ vale

/XCl(f*E)

ay (e1(f*E) N [X])

= d fie(ea(f* ) [X])
= d, (c1(E) N f[X]) férmula de projecao
=d, (c1(E)N ) porque f é biracional
== / Cl(E)

X

Agora pelo teorema de Bézout temos [y, ¢1(Q) = [y, h = d e também [, c1(Op2(1)) =

Jx h=d.
Logo
/ hohy = d°
Agora
/ (h1 - A) = apqr (M NAN[X x X]) definigao de /
XxX XxX
= Ay q1x (hl )
= ayqiy (e (¢ [*Op2(1)) N [A)) definigio de h,
= ay (c1 (f*Op2(1)) N [q14A]) formula de projecao
= Uy (Cl (f O[pﬁ ) X])
= / cl( [*Op2(1 definicao de /
X X
/ 61 O[pz sendo f biracional
:/ h=d

Célculos praticamente idénticos mostram que [(hg - A) = d também.

9.5 Diagonais e fibrado tangente. — Para uma curva projetiva X de género g vale

/A2:2—2g.

Com efeito, pela férmula de auto-intersegao vem A% = ¢;(Na(X)) N [Ax], e sendo X
nao-singular temos isomorfismo 7X ~ A*Na(X). Logo

= a(TX)N[X] = —a(Qx) N [X] = —[Z(w)]

onde w ¢é alguma segao regular de (2x. Integrando d4 menos o ntimero de zeros de w que
sabemos ser 2 — 2g.
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Logo, a férmula fica

/[D]:/[ﬁ]:d2—3d+2—gg

Agora, certamente todo ponto ocorre duas vezes, logo podemos tomar apenas a metade,
e observando que (d — 1)(d — 2) = d* — 3d + 2 ficamos com

JiD1==3-1a-2 -y

10 Pontos de Weierstrass

Dada uma curva plana nao-singular C' C P? de grau n > 2. Considere o sistema linear
de divisores dado pela secao hiperplana. Isto é, olhamos para o conjunto de todos os
divisores obtidos como intersecao L N C' onde L é uma reta.

LC =) i(P;LNC)[P]

Para L genérica, todos os pontos P vao ser distintos. Para uma reta um pouco menos
genérica pode aparecer um ponto duplo no divisor: L.C'=2P+---. Isto é o caso quando
L ¢é tangente a C.

Entre as L tangentes, téem “tangentes excepcionais” como tangentes de inflexao — as
L tais que L.D = 3P + - - -, bitangentes — as retas L tal que mais que um ponto ¢ duplo
no divisor. Espera-se que dentro do sistema linear (no caso o espaco P?* de retas em P?)
s6 um numero finito sao degenerados assim. Mais geralmente, para um sistema linear
de divisores de dimensao r > 0, espera-se que s6 um numero finito de membros tenham
um ponto com multiplicidade > (r 4+ 1). Vamos calcular esse nimero, usando classes de
Chern.

Seja D um divisor efetivo numa curva lisa C'. Associado a ele é um fibrado em retas
L:= O(D). O sistema linear completo |D| é por definigao

|ID|={D'~D| D >0}=HC,L)

(projetivizado). A dimensao de um tal sistema pode ser calculado via Riemann-Roch:
h°(L) = h*(L) 4+ deg L + 1 — g, onde g é o género da curva.

Cada sub-espago vetorial V' C H°(X, L) fornece um sistema linear. Dentro de um tal
sistema, quais sao os membros com ponto duplo? Sao as se¢oes que se anulam até ordem 2
em algum ponto de C': Localmente, pensamos em uma se¢ao como uma fungao f € O¢ p,
e se anular até ordem 2 significa f € m%. Quer dizer localmente estamos procurando o
niicleo de um mapa que grosso modo é V. — O¢ p/m%. Vamos globalizar e especificar
esta idéia.
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Considere o produto C' x C' com projecoes p; e pa, e seja I o ideal da diagonal A C
C x C. Entao I"™ é o ideal da diagonal gorda mA dos vizinhos infinitesimais de ordem
m — 1. Temos para cada m > 1 uma seqiiéncia exata

Im = O<—mA) — OCXC —» OmA

(Pensando os objetos como fibrados vetoriais, nas fibras sobre um ponto P (pela primeira
projegao), temos mP = mAp C (C x C)p =C.)
Seja agora L um fibrado em retas sobre C. Tensorizando a seqiiéncia por pF L obtemos

p;L@O(—mA) ‘—>p§<L—»p5kL®OmA

(agora as fibras sobre um ponto P sdo L — L/mZL.) O procedimento de olhar fibra por
fibra se globaliza: a coisa geral é tomar imagem direta via py:

PPy L ® O(—mA) = prypi L — pry(PFL @ Oma)

Agora o tltimo mapa nao é mais sobrejetor... O médulo a direita é o feixe de partes
principais P2 (L), enquanto o objeto no meio se identifica com o feixe de segoes globais:
p1xpf L~ H°(C, L) ® O¢ (base change, cf. 7.1.1... ). Temos entdao um mapa H°(C, L) ®
Oc — PZ7YL) (que foi chamado o homomorfismo estrutural do feixe de partes princi-
pais), e dentro de H°(C, L) ® O¢ temos V @ O¢ e é a restri¢io a este sub-espaco que nos
interessa. B o mapa

V® 0 — P (L)

que deve ser pensado como um tipo de mapa de Taylor: pega uma fun¢do (uma secao) e
retorna o desenvolvimento de Taylor dele até ordem m — 1. Ou seja, se trata de calcular
jato até ordem r (ou serd que é até ordem m — 17).

Queremos saber aonde este mapa € injetivo: o mapa é nao-injetivo em P se e somente
se existe uma secao cujo r-jato se anula em P

Os dois médulos sao de posto r + 1 (?7777777)

Localmente este mapa é representado por uma matriz M r + 1 por r + 1. E entdo
injetivo em P quando o determinante de M nao se anula em P. Isto é que medimos
quando passamos para o produto exterior superior:

Oc = NV @ Oc) == NI (PEH(L))

s;

5> B o Wronskiana.) Chamemos esta secao s a “secao
J

(A matriz é localmente da forma
wronskiana”.
O divisor de Weierstrass do sistema V' é Z(s). Para calcular o seu grau: [Z(s] =

a (N (PEYL))) N [C]. Agora uma férmula

a(A"E) = a(F)

nos da

= ci(Pg (L) N [C]
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que pode ser calculado: precisa-se apenas de c;(L) e de ¢1(25), cf. a seqiiéncia fundamental
do feixe de partes principais. Sendo

a(L)N[C] = [D]
c1(Qe) N[C] = [K]

onde K é o divisor canonico. Achamos agora

Z(5)] = er(PETH(L)) N [C]
=D+ [D+K|+[D+2K]+ -+ [D+rK]
= (r+1[D] + 3r(r — 1)[K]

e quando integramos achamos que o grau do divisor de Weierstrass ¢é
/[Z(s)] = (r+1)deg D + 3r(r —1)(2g9 — 2)
No caso particular inicial onde C' C P?| e o fibrado em retas é L = Op2(1), e o sistema
linear é o sistema completa H°(C, L) que tem dimensao r = 2, entdo achamos que o
nimero de pontos inflexionais é

3.2
3d + "5~ (29— 2) = 3d(d — 2).

Entao por exemplo uma curva elitica tem 9 pontos de inflexao.
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