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METODES MATEMATICS

Enginyeria Tecnica de Telecomunicacio, 2007-2008

Equacions Diferencials

Resoleu les segiients equacions diferencials de variables separades:

1—x r2e® 1+ 22
(@) v'=17 ) v'=—0 © ¥'=1y
y+ 1)
(d) y' = -ytan(z), (e) @/:_g/ﬂ—)y’ () ¥ =av1—92

Solucions: (a) y=—-1+V1+2z—22+C, (b) y=a=£/a®+ (22 — 22+ 2)2e* + C,
() y¥*+3y—3z—23-C=0, (d) y=Kcos(z) per -5 <z <Z,
() Inly+ 1|+ = F |2+ C, (£) y =sin(5 +C).

Resoleu les segiients equacions diferencials exactes:

(a) (y—2®)dz + (z+%)dy =0, (b) (sinzsiny — xe’)dy = (&Y + cosx cosy)dz,
d d
(c) (4zy® — 2zy) + (3zy? — x2)d—i =0, (d) 2zsiny+y®e® + (z%cosy + Serx)ﬁ =0.

Solucions: (a) 4yr—z*+y*4+C =0, (b) ez +sin(x) cos(y)+C = 0, (c) z*y® —2%y+C =0,
(d) 22sin(y) + y2e® + C = 0.

Resoleu les segiients equacions diferencials lineals:
(a) ¢ +y=e", (b) y +2zy =2’
(c) ¥ = L 2z, (d) o' =tan(z)y — cos(z).
x

2

Solucions: (a) y(x) = %631 + Ce™, (b) y(z) = x22_1 + 03*12, (c) y(z) = _% n a%,
() y(z) = -1 )(Sln(2w)+2m+c)_

cos(z 4

Resoleu les segiients equacions diferencials:

(a) ycos(z)+ 2ze¥ + (sin(x) + x%e¥ +2)y =0, (b) o —2zy = 2ze"’, (c) o =¥,

Solucions: (a) ysin(z)+z2e¥+2y+c = 0, (b) y(z) = (24+C)e*’, (c) y(z) = —+In(—3e*+
C).

Trobeu la solucié general de les equacions diferencials de segon ordre x” — 42’ + 5z = f(t),
pels casos segiients:

(a) f(t)=0, (b) f(t)=¢, (c) [f(t)=te*,
() f(t)=3e"+2te*, () f(t)=e'+et, () f(t)=e*(cost+ 3sint),

Solucions: (a) z(t) = Cre?! sin(t) + Cae? cos(t), (b) z(t) = Cre* sin(t) + Coe* cos(t) + 3el,
c) z(t) = Cre? sin(t) + Coe? cos(t) +te?t, (d) z(t) = Cre? sin(t) + Coe?t cos(t) + Set + 2te?,
2
(e) z(t) = Cre*sin(t) + Coe® cos(t) + Jet + s5e7t, () a(t) = Cie® sin(t) + Cae? cos(t) +
te? (=3 cos(t) + 3 sin(t)).
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Trobeu la solucié general de les equacions diferencials de segon ordre segiients:

(a) a" + 52" 44w =3 — 2t (b) " —22' =t +2t -1,
(¢) " —a — 2z =2 (d) 32" + 22" —x = 2sint.

Solucions: (a) z(t) = Cre™' + Coe ¥ + 1 - 3ty (b) x(t) = Cy 4 Cae® — 13 — 312 — X¢, (c)
z(t) = C1e? + Coe™t + L€, (d) z(t) = Cres + Cae™t — %sin(t) - %cos(t).
Solucié desenvolupada de 58d:

Primer resolem l’equacié homogeénia 3z” + 22’ — z = 0. El polinomi caracteristic és
302+ 2\ — 1 = 0 que té per arrels % i —1 amb multiplicitat 1. Per tant, la solucié
general de ’euqacié homogeénia és

z(t) = Chest + Che .

Ara busquem una solucié particular de la forma x(t) = Asin(t) + Bcos(t) ja que
la part no homogénia de I’equacié 2sin(t) és una combinacié lineal de funcions
trigonometriques. Aleshores

2'(t) = Acos(t) — Bsin(t),

2" (t) = —Asin(t) — B cos(t),

i si substituim a ’equacié obtenim
(—4A — 2B)sin(t) + (2A — 4B) cos(t) = 25sin(t),

per tant hem de resoldre el sistema

—4A—-2B =2
A—-2B =0,
que té per solucions A = —% iB= —é.
La solucié de I’exercici és
x(t) = Chest + Coet — %sin(t) - %cos(t).

Trobeu la solucié general de les equacions diferencials segiients:

(a) 2z —32" 432" —x =0, (b) 2B — 2" — 82’ + 122 =0,
(c) =® —8zW 416z =0, (d) 2@ —32" 432" —x =€,
(e) 2B —a' =el(t? —1), (£) 2® — 4™ 4 4204) = 24012 + 4¢*.

Solucions: (a) z(t) = Cie! + Osytel + Cst?el, (b) z(t) = Cre?! + Oyte® + Cze73, (c) z(t) =
CreV2 4+ CoteV2 4+ Cye™ V24 Cyte V2 +C5 cos(v/2t)+Cg sin(v/2t) +Crt cos(v/2t)+Cst sin(V/2t),
(d) z(t) = Cre’ + Cate' + Cst?e’ + Lt3el, (e) z(t) = Cy + Coe’ + Cze™' + el (33 — 212 4 5¢),
(£) z(t) = C1 + Cot + Cst? + Cye® + Cyte? +¢° + 5t + 15¢3 4 112,



61.- Trobeu la solucié de les seglients equacions diferencials que satisfa les condicions inicials o de
frontera fixades:

) 2’ —d4x’ +5x =0, z(r/2) =1, 2/(7/2) =0

) 2W 422" 42 =0, 2(0) = 2/(x/2) = 0, 2/(0) = x(7/2) = 1,
c) 2’ —22 —3x=6—8e, 2(0) =2

) 2’ 4+ 62" + 10z = sint, 2(0) = 2/(0

) 2" — 2" + 2 —x=12te!, 2(0) = 2/(0)

)

" + 22 4+ x = 9te*, z(0) =

Solucions: (a) z(t) = €2 ( cos( )+e ™ sin( ), (b) z(t) = sin(¢), (c) z(t) = —1e3 +
5e_t —2+2¢, (d) z(t) = Ze 3cos(t) + Le sm(t) + &sin(t) — 2 cos(t), (e) z(t) =
3et — 3cos(t) + 3sin(t) + (3t2 — 6t)e , (F) z(t) = e+ Ste™ + (t — 2)e™.

Solucié desenvolupada de 60(e):

Primer resolem I’equacié homogeénia 2" — 2" + 2/ — x = 0. El polinomi caracteristic
de l’equacié és A3 — A2 4+ )\ — 1 = 0 que té per arrels 1, i i —i amb multiplicitat 1.
Aleshores la solucié general de I’equacié homogenia és

x(t) = Cre' + Oy cos(t) + Cysin(t).

Per a trobar una solucié particular fem servir el métode dels coeficients indeter-
minats i busquem una solucié de la forma

x(t) = t(At + B)e

perque la part no homogénia de ’equacié 12te! és el producte d’un polinomi per
una exponencial (At + B)e! perd ens cal multiplicar per ¢t a la forma general que
busquem ja que siné Be! és solucié de ’equacié homogénia. Aleshores, si derivem
tres vegades

2’ (t) = (At* + (B + 2A)t + B)¢!

2 (t) = (At* + (B + 4A)t + 2B + 2A)e!
2" (t) = (At* + (B + 6A)t + 3B + 6A)e’
i substituim a I’equacié diferencial
4Ate" + (2B + 4A)e" = 12t
d’on obtenim dues equacions per trobar els valors de A i B:
4A =12,
2B+4A =0,

i per tant, A =3 i B = —6. Aixi doncs, una solucié particular és z(t) = (3t> — 6t)e!

La solucié general del sistema és

x(t) = Cret + Cy cos(t) + Cssin(t) + (3752 — 6t)et

Finalment hem de trobar els valors de Cj, Cy i C3 per tal que es compleixi z(0) =
2’ (0) = 2”(0) = 0. Substituint a les formules de z(t), 2'(¢) i 2”(t) obtenim

z(0) = C1 + Cq



2’ (t) = Cre! — Oy sin(t) + Czcos(t) + (3t — 6)e!,  2/(0) = Cy + C3 — 6,
2" (t) = Cret — Cycos(t) — Czcos(t) + (3t> 4 6t — 6)e!, 2”(0)=Cy —Cy — 6

Si igualem les tres equacions a zero i resolem obtenim C; =3, Cy = -3 i C3 = 3.
Per tant la solucié de I’exercici és

z(t) = 3et — 3cos(t) + 3sin(t) + (3752 — 6t)et.

62.- Calculeu la solucié general dels segiients sistemes d’equacions diferencials:

(a) {a::—y (b) {x:x+2y (© {x:?)ﬂs—i—y

y =2z + 3y y =2z +y y =3z +y
= —2x+
=y + 6t o =—x—y+2" , Y
Yy =4z — 2 Yy =4z —vy ,
2 = -2z

= —z+1t
(8) Qy =2¢y—2t
Y =x+z+2

Trobeu una equacié diferencial a coeficients constants equivalent als sistemes d’equacions dife-
rencials anteriors.

Solucions: (a) {z(t) = C1e?'+Cyel, y(t) = —201e* —Caet}, (b) {z(t) = C1e3+Cae, y(t) =
Cre3t — Coe7t}, () {z(t) = O + Cre*t y(t) = —3C; — Coe*'}, (d) {z(t) = Cre* +
Cae™2 — 1,y(t) = 2C1€? — 202~ — 6t}, (e) {z(t) = Cre~tcos(2t) + Coe~'sin(2t), y(t) =
2017t cos(2t) —2C2etsin(2t)+2e 71}, {z(t) = Cre ' +Ca, y(t) = Cre 1420y, 2(t) = Cze 2},
(8) {z(t) = Cielcos(t) + Coelsin(t) — 3t — 1,y(t) = Cse® — 2 —t — 1 2(t) = Cre'sin(t) —
Coel cos(t) + 5t — 1}

Solucié desenvolupada del 63d:

e Meétode matricial: en forma matricial, el sistema es pot escriure com

()=(a) () (%)

4 0
A2 — 4. Els valors propis sén 2 i —2 amb multiplicitat 1. Els vectors propis

Diagonalitzarem la matriu del sistema < > El polinomi caracteristic és

corresponents sén (1,2) i (1,—2). La matriu diagonal és ( 20 > La matriu

0 -2
1
4
1)
4

Fem el canvi de variable ( Z > =M1 ( 5 ), multiplicant el sistema matricial

1 1

dels vectors propis és M = < 5 _o

) i la seva inversa és M1 = (

D=0 =

per M~! per ’esquerra obtenim
W\ (2 0 u [ 6t
(v)-( 2)(0)= (%)
W (2 0 LA 3t —
o ) L0 =2 v 3t +

N[00



que correspon a dues equacions lineals de primer ordre

v =2u+3t—
v = —-2v4+3t+

DO DO

Si les resolem cadascuna per separat obtenim les solucions

u(t) = —%t — % + Cpe?t
o(t) = %t - % + Che2t

Ara només ens falta desfer el canvi per calcular les solucions

u :M_1 T

v Y
z\ (1 1 —3t— 3+ Che®
y ) \2 -2 -+ Coe )

z(t) =-1+ Che?t + Che™2t
y(t) = —6t +201€? — 20e= 2

I les solucions sén

e Meétode per reduccié a una equacié lineal de segon ordre amb coeficients
constants:
Si aillem y de la primera equacié obtenim y = 2’ — 6t. Aleshores al derivar
ens surt ¢y = 2’ — 6. Si substituim els valors de y i 3y obtinguts a la segona
equacio6 ens surt 2’ — 6 = 4 — 2. Per tant, I’equacié de segon grau z”/ — 4x = 4
ens donara el valor de x.
Per resoldre ’equacié z” — 4x = 4 hem de seguir dos pasos. Primer resolem
I’equacié homogenia 2’ — 42 = 0 que té polinomi caracteristic \> — 4 = 0 amb
arrels 2 i —2 amb multiplicitat 1 i, per tant, solucié general z(t) = Cye? +Cye 2.
Després busquem una solucié particular de la forma x(t)=A (polinomi de grau
0), ' = 2" =0 i per tant al substituir a ’equaci6é ens queda —4A = 4, que ens
déna A = —1. La solucié general és

z(t) = =14 Cre* + Cye 2.

Aleshores
y(t) = 2/ (t) — 6t = —6t + 2C1e* — 209e™

Solucié desenvolupada del 63e:

e Meétode per reduccié a una equacié lineal de segon ordre amb coeficients

constants:
Si aillem y de la primera equacié obtenim y = —2’ — 2 + 2¢~!. Aleshores al
derivar ens surt iy = —z” — 2’ —2e~!. Si substituim els valors de y i 3y obtinguts

a la segona equacié ens surt —1” — 2/ — 2¢7! = 4z — (=2’ — 2 + 2¢7!). Per tant,
I’equacié de segon grau z” + 22’ + 5z = 0 ens donara el valor de z.

Fixeu-vos que ’equacié z” + 22’ + 52 = 0 és homogeénia. L’equacié homogeénia
z" + 22’ + 52z = 0 té polinomi caracteristic A> + 2\ +5 = 0 amb arrels complexes
conjugades —1 + 2i i —1 — 2¢ amb multiplicitat 1 i, per tant, solucié general

x(t) = Cre " cos(2t) + Cze ' sin(2t).
Aleshores

y(t) = —2'(t) — x(t) + 2" = 2C1e " sin(2t) — 20%¢ " cos(2t) + 2e7*
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La caiguda de tensi6 a través de I'inductor és L%, la caiguda de tensié a través de la resistencia

és Ri = R% i la caiguda de tensié a través del condensador és %q. En un circuit RLC forgat

per una font externa, E(t), la caiguda de tensié, V(t), a través del condensador compleix

I’equacié diferencial

>V dav

— + RC— 4+ V(t) = E(t).

(a) Trobeu la carrega del condensador en un circuit RLC per temps ¢ = 0.01s quan R = 29,
L = 0.05h, C' = 0.01f, E(t) = 0V, ¢(0) = 5C i i(0) = 0A. Quin és el primer moment pel
que la carrega del condensador és zero?

LC

(b) Trobeu la carrega del condensador, ¢(t), i la intensitat de corrent, i(¢), en un circuit RLC
on R =10Q, L = 5h, C = &f, E(t) = 300V, ¢(0) = 0C i i(0) = OA.

Solucions: ¢(t) = 5.6e~2% sin(40t+1.107), t = 0.051, (b) q(t) = —e3*(cos(3t)+sin(3t))+ 10,
I(t) = 6e 3 sin(3t).

L’equacié d’un oscillador harmonic forcat té la forma ‘Cil%” + p‘fl—f + gz = f(t) on la funcié f(t)
s’anomena funcié de forcament.

(a) Comproveu que en el cas que p =0, ¢ =9 i f(t) = e~ no hi ha cap solucié periddica.
(b) Quines sén les solucions periddiques si p =0, ¢ =21 f(t) = sin(¢)?

(c) Quin és el comportament de 'amplitud en el cas p =0, ¢ =11 f(t) = sin(¢)?

Solucions: (a) z(t) = Cy cos(3t) + Casin(3t) + ;5¢~*, no hi ha cap solucié perioddica ja
que e~ no és una funcié peridodica, (b) z(t) = Cy cos(v/2t) + Cysin(v/2t) + sin(t), com
wi _ V2

que £l = % no és un numero racional, 1’inica possiblitat d’obtenir una solucio

periodica és si C; = Cy = 0, aleshores z(t) = sin(t), (c¢) A = \/012 + C2 — Cit + 12,
observeu que per valors de t prou grans és una funcié creixent.

Segons la llei de refredament de Newton, la velocitat a la que es refreda una substancia és
proporcional a la diferencia de temperatura entre la substancia i I’ambient. Si la temperatura
ambient és de 30°C i la substancia es refreda de 100°¢ a 70°¢ en 15 minuts, en quin moment es
trobara a 40°¢? Solucié: 52.16 minuts

En un campus alllat de 1000 estudiants, un estudiant que ha marxat durant el cap de setmana
torna infectat per un virus. Si es suposa que la velocitat amb la que el virus es propaga és
proporcional al producte entre el nombre d’estudiants contagiats i el de no contagiats, trobeu
el nombre d’estudiants contagiats després de sis dies, si a més s’observa que després de quatre
dies n’hi ha 50. Solucié: 733 estudiants.

Es bombeja cervesa amb un contingut d’alcohol del 6% per litre dins d’un diposit que inici-
alment conté 400L. de cervesa amb un 3% d’alcohol. La cervesa es bombeja a I'interior amb
una velocitat de 3L. per minut, mentre que el liquid barrejat es bombeja a ’exterior amb una
velocitat de 4L. per minut. Trobeu el niimero de litres d’alcohol que hi ha dins del diposit en
un instant qualsevol. Quin és el percentatge d’alcohol que hi ha en el diposit després de 60
minuts? Quant trigara a buidar-se el diposit? Solucié: 4.16%, 400 minuts

Per raons obvies, la sala de disseccié d’un forense es manté freda a una temperatura constant
de 5°C. Mentre es trobava realitzant I’autopsia duna victima d’un assassinat, el mateix forense
és assassinat, i el cos de la victima robat. A les 10 del mati ’ajudant del forense troba el
seu cadaver a una temperatura de 23°C. A les 12 del mati la seva temperatura és de 18.5°C.
Si suposem que el forense tenia en vida la temperatura normal de 37°¢, a quina hora va ser
assassinat? Solucié: A les 6.



